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funkcje kwadratowe, wymierne,
wiclomianowe, trygonometryczne

planimatria i trygonometria
twicrdzenie sinusdw i cosinuséw
wszystkie zadania 2 rozwigzaniami
objasnienia krok po kroku
praydatne wzory i definicje

WNYRAYI0E | o)

5 Fewnia.l:l na test

Korepetycje matematyka - liceum, czes¢ 2 to kolejna czes¢ swietnej serii do samodzielnej nauki matematyki na poziomie
licealnym.

Ksigzka jest zgodna z najnowsza podstawa programowa i zawiera wszystkie wymagane zagadnienia w klasie drugiej
liceum - zaréwno teorie, wzory, jak i zadania w typie egzaminacyjnym. Uczac sie z Korepetycji uczen rozwigzuje typy
zadan, jakie pojawiaja sie na sprawdzianach, testach, a p6zniej na maturze. Zadania te wskazuje specjalny znaczek
L~pewniak na tescie”.

Kazde zadanie zostato rozwiazane krok po kroku, a kazdy etap doktadnie objasniony w komentarzach do zadania. Dzieki
temu rozwigzaniu nawet najtrudniejsze zadanie mozna przesledzic¢ i zrozumiec - bez kosztownych korepetycji.

Polecamy!

polecana przez najlepszych nauczycieli
jezyk matematyki
liczby rzeczywiste

wyrazenia algebraiczne
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réwnania i nieréwnosci

funkcje, planimetria

objasnienia krok po kroku
wszystkie zadania z rozwigzaniami

pewniaki na test

spis tresci
ROZDZIAL I. FUNKCJA KWADRATOWA

¢ Postac ogdlna, iloczynowa i kanoniczna funkcji kwadratowej
¢ Wartos$¢ najwieksza i najmniejsza funkcji kwadratowej

¢ Réwnania kwadratowe

¢ Nieréwnosci kwadratowe

¢ Uktady réwnan

ROZDZIAL Il. PLANIMETRIA

e Czworokaty
* Koto i okragKaty w koleWzajemne potozenie prostej i okreguWzajemne potozenie dwdch okregéwOkrag opisany na
tréjkacieOkrag wpisany w tréjkat

ROZDZIAL IIl. WIELOMIANY

¢ Informacje o wielomianach

¢ Dziatania na wielomianach, réwnos$¢ wielomianéw
e Rozktad wielomianu na czynniki

¢ Dzielenie wielomiandw, twierdzenie Bézouta

e Réwnania wielomianowe

ROZDZIAL IV. FUNKCJA WYMIERNA

e Wyrazenia wymierne
e Funkcja odwrotnie proporcjonalna
e Zastosowanie funkcji wymiernych

ROZDZIAL V. TRYGONOMETRIA

¢ Funkcje trygonometryczne w tréjkacie prostokgtnym
Tozsamosci trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne dowolnego kata
Twierdzenie sinuséw i cosinuséw

Zastosowanie funkcji trygonometrycznych w planimetrii
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122 [Tiygenometiia

Twierdzenie sinuséw | cosinuséy
Jest jeszcze wiele innych wzordw, ktdre maja zastosowanie w trygonometrii. Dalej Skoroa = 45°, 8 = 607, to aby oblicey¢ miarg kyta ¥, wystarczy od sumy katdw trdjkata
#najdziesz kilka z nich, podane w postaci twierdzer. odjaé miary katdw @i .
¥ = 180" - (45" + 60°) = 180° - 105° = 75"
Teraz abli dlugodé boku a:
TWIERDZENIE SINUSOW I COSINUSOW e ’““;” MR
T L S - Trrie stustes
sine sinf siny
a b e
sin45"  sin60°  sin75
Podziclmy te réwnodei na dwie cagbei:
a 10 b 10
sin4s  §in75 sin60"  sin 75
stopnic | 0 1
= ) Z tablic odcaytujemy wartosé sin 75* 45 | afef | ofe2
Twierdzenie sinustw brzmi: w dowolnym tréjkycie stosunek diugodei boku do i podstawiamy do réwnania: L 0-3103 0704
sinusa kata lekzacego naprzeciw tego boku jest réwny Srednicy kola opisanego na a__10 '; ;3:: ::ﬁ-]‘
tym tréjkacie. JTJ_T 0.96§9 49 | 07547 | 07566
Inaczej (spdjrz na rysunek powyiej): /2 50 | 07660 | 07679
a c L \ 51| o777 | earso
sinu’m sinﬁ-zg' ain';rlz'n 30 45" 60 \ 51| 07880 | 07ses
i i ) & '-,I 53| 07986 | 05004
albo: sin o = =5 it \ 5| 08090 | 08107
2 2 2 \ 55 | 08162 | 05208
Mo e i \ 56| 082w | oasn
since sinB siny Wartos¢ sin 45° tek mozemy odczytad z tablic: 57 | 08187 | 02108
- \ 56 | 08450 | 08496
‘Twierdmie w0 slu?.y do tw. rozwigzywania trdjkatdw, czyli znajd in bokdw afl z'; 1ga BE1 I". = oss7 [ome
i kjtow danych trdjkatow. . Yoy D955 ra 60 | 02660 | 08675
a5 0IE1_| 1,000 5 51| 03746 | 0760
i \ 62 | 048529 | 04843
Zaten: | Fojemeem
61| 08958 | 09001
Rozwiai tebjkat o kytach @ = 45%, [ = 60° i boku ¢ = 10. o AN \ e Tona [ams|
0,7071 0,965% \ 66| 09135 | 09147
Rozwiazanie: a3 \ o7 | 005 | 09216
Rozwigzal tréjkgt to znacay obliczyé dhugodei o l". 68 | 09572 | 0.9283
wizystkich bokdw i miary wszystkich katdow. Analogicznie: | 6o | oo | oo
b 10 \ [0 | o7 | ooz
= W71 | ooss | 09465
15 0,9659 72| 09501 | 09520
2 |73 | 09363 | 09572
b 10 L T4 09613 | 09621
e ¥
Do rozwigzania tego zadania wykorzystamy twierdzenie sinusdw. 0.8660 09659

T6 | 09703 | 05710
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86 [Wielomiany

Wixkl={x+ Dix'-2¢+ 1) =
=+ 1) = 1)

W) = (¢ + Df(x = D+ D
Wix) = (x + 1P(x - 1)

Rouléi na czynniki wielomiany:
a) Win)= (224 1)-(x=3) = (2 + 1)- (2x+ 3)
b) Wix) = 9 - 30x+ 25
¢) Wix)=25¢-9
d) Wix) = (962 = 6 + 1) = (42 + 4 1)
e) Wix)=1+6x+ 1247+ 82'
f) Wix)= 125+ -8
£ Wix) =9 -4~ 27x + 12
h) Wix)=xt+ 26' = x -2

¥ ruikr e sy wode dbntconigo mabeniy
fo-b=o'-Jobabl

W sk masy wode sstecnego moatenka
=Bt (g = B ).

Wyradesist (x -+ 1] pojinta sig bryrcande, 2 (e - 1)
— thnglioodris.

6) =

Whelomian iy 12 coymeikd mody Wil
czania wipdinege aynnika prad nawhs. Wisadernie:
W awhash redutupeny.

PGA ORI

Rozwiazanie:
Ada) Wix) = (2c"+ 1) - {x = 3) = (2 + 1) (2x + 3) = (2" + 1)(x = 3 = (2% + 3)}=
=24 1) (-3 -2 -3)= (27 + 1) (-x-
m = (20 1) (x+ 6)
Adb) Wix) = 92" - 30x+ 25 = (3x)" - 2. 3x- 5+ 5=
={3x - 5)
Adc) Wix) =258 - 9= (5x) -3 =
= (5x + 3) - (5x - 3)

Add) Wix) = (97 - 6+ 1) - (4o + dxe 1) =
=(3x-1)-(2x+1)'=
=[(3x=1)+ (2e+ 1)) [(3x = 1) = (2 + 1)) =
s(3x-1+2x+ )Bx-1-2v=-1)=
= 5x{x - 2)

conego mosdecks na i knads e
Wy s wptgped vt driesnegs

mnsteria. Majpirr Ty 1e waory, 4 potem
‘stosgestry kol o knddettn.

Dzielenie wielomiandw, twierdzenie Bézouta 87
Ade) Wix)=1+06x+ 122" + 8x'= Pociewat w witkomiarie wystigel petisi boeioo
o1+ 24 od 2evowe] do traedel. pribeemy 3tosomal Wtk
HnS0onig MKk,
(4 m e+ Mrb 4 Je b
AdF) Wix) = 125¢' =8 = (5af =20 = mmmmnm*
= (5% -2)-(25¢7 + 10x + 4) e=bimip=bcrabs¥)
Adg) Wix) = 95— da’— 275 + 12 = wmmml nd
= - - . Tawe uprankl Idey
9x' = 270 = 4 12 m' n‘h ar mu o4
= x(9x - 4) - 3{9x - 4) = st tak ok o tym perypdi, ety go ety
- Or-4)E=3) = p—
= (95— 4){x—Z)x+3)
AdR) Wix) =2t s 28— x -2 = ke J
=x"(x+2)-(x+2)=
={(x+2)-(¥-1)= Slosujesy wbe ra Teddlan pinicy.
=(x+Z)-(x=1)-(F+xel)
DZIELENIE WIELOMIANOW,
TWIERDZENIE BEZOUTA

Zwezedniejszych lat nauki

vki wiemy, ze podzielenie licaby a przez licebe

b, réing od zera, polega na znalezieniu takiej liczby ¢, zea = ¢ - b.

%:: wige a=c-b

= dziding, b= deielolk, ¢ - B

Dokladnie tak samo jest z wielomianami.
Mdwimy, ze wiclomian W jest podzielny przez wiclomian Q = 0, jesli istnieje wie-

lomian P taki, ze W= P. Q.

Dzielenie wiclomiandw wykonujemy w ten sam sposdb, co dzielenie liczb natural-

nyeh:

112
6272:56
=56
67
—56
112
=112

(=]
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TWIERDZENIE O KACIE MIEDZY STYCZNA A CIECIWA

Dany jest okrag o srodku w punkcie O i jego cigciwa AB. Prosta AC jest styczna do
tego okregu w punkcie A, Wiedy:

|<AQB| = 2 |<CAB|
Prazy czym rozpatrujemy ten 2 katdw Srodkowych AQE, kidry jest oparty na uku
znajdujacym sip wewnatrz kyta CAB.

Rozwiazanie:

Zauwak, ke katy ASC i DSBS sy wierzcholkowe, wige ich miary sg rdwne.

Kat DSB jest kytem Srodkowym opartym na tym i frdtowy et dwa rary iy of kia wpisi-
samym lukw, co kgt wpisany DMB, Z zaleinofci | megoopietegs n tym ssim bk,
pomigdzy katem wpisanym a érodkowym opar-

tym na tym samym fuku wynika, 2e;

=L ey
0.-250'-25

Qdp.: Miara kyta o wynosi 25°,

Koloiokrag) 53

Kat migdey cigeiwg AB a styceng do okregu w punkcie A ma miarg ot = 62°. Oblicz
miarg kyta Srodkowego opartego na tuku ADB.

Rozwigzanie:
Ponizszy rysunek prezentuje sytuacie opisang w zadaniu.

T

Aby oblicayé miarg kata érodkowego &, wykorzystamy twierdzenie o kycie migdzy
SLyczng a cigeiwg.
Dany jest okeag o Srodku w punkeie Si jego cigciwa AB, Prosta AC jest styczna do tego
okrggu w punkeie A. Wiedy:

|<ASB| = 2. |[<CAB|
Pray ceym wybieramy ten = kytdw frodkowych AOB, kidry jest oparty na tuku znaj-
dujgcym sig wewngtrz kata CAB.
Zatem ot = 2- 62" = 124,

Gdp.: Kat frodkowy oparty na tuku m ma miarg 124,

Okrag o drodku w punkeie $ ma Srednicg réwng 10 cm. Odleglodé cigciwy od Srodka
okrggu wynosi 3 cm. Oblicz dlugosc tej cigeiwy.

Rozwiazanie:

Srednica okrggu ma dlugoéé 10 cm.

Zatem promiedi jest dwa razy krdtszy,

ceyli 10:2 = 5cm. A 8
Stgd [$B] = [SA] = 5 cm.

Odleglosé cigeiwy od Srodka okrggu to najkrdtsey odei-

nek pomigdzy ta cigciwa a srodkiem okeggu, Jest to

wysokoéc trdjkata ABS.

Rozpatrzmy wige trajkat ASC,
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12 [Funkeja kwadratowa

Rozwiazanie:

Ada) [2.943b+c=0
{2-l—b+c=0
3b+c==18
c=h=21
3b+b-2=-18
{c=b-2
4h=-16
{c=b-2
b=-4
{c--B

Perimat dine licrby 1 mifacaent derovy, Biem
waitodd foskel & tych deguenbeito jeid rowed
200, Nt podttaneie ptiadlamny etlhd a1 bl
czanmy vartedd szekanyeh wipdkzynnikin.

Oczywidcie podpunkt a) moina bylo roewigzal, przeksztaleajae postaé iloczynowy

do postaci ogélnej, ceyli wymnagajae te nawiasy.
Adb) f(x)=2¢" - 4x-6=2-(x" -24)-6=
=22 ~2x+1-1)-6=
=2|(x-1)' -1]-6=
=2x-1) -2-6=2(x-1)' -8

Adc) flx)=2(x+1)(x-3)

Tradujemy postad Kanonictn I spoobem, 2
bty b dotycharan. Sporth polega na wrwped-
Pl o weees keikenego mocttela.

Pestad Bocrynowa. Wystarcry dase w treddd nadania
mledsca Terooe wilimid 6o witnd ) posta llocry-

Warto$é najwigksza i najmniejsza funkeji kwadratowej| 13

WARTOSC NAJWIEKSZA I NAJMNIEJSZA
FUNKCJ1 KWADRATOWE]

Aby wyznaczy¢ najwigksza | najmniejsza wartos¢ funkeji kwadratowej w jakimé
przedziale, warto narysowad jej wykres.

Niech f(x) = #. Wykresem jest parabola. Wyznaczmy jej wartoéé najwigkszg i war-
tod¢ najmniejsza w preedziale (-2, 33

Lm0 ; et
w pracdziale (-2, 3) praedziale (-2,3)

R e S e

=4 =3 =1 =1

Z powyzszego rysunku widad, ze w przedziale (-2, 3) wartos¢ najwigksza jest dia
argumentu x = 3 i wynosi 9, a wartod¢ najmnicjsza dla x = 0 wynosi 0, czyli jest to
wierzcholek paraboli.

Meokemy zapisad to nastgpujgco:

Yo =fB)=9

Yoo =fl0)=0
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